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Hoofdstuk I: Topologische ruimten. 





Bevat o.a.: basis, subbasis, fijnere topologie, grovere topo- 
logie, gemeenschappelijke verfijning, gemeenschappelijke ver- 


groving. 


Hoofdstuk II: Continue afbeeldingen. 


Bevat o.a.: continue afbeelding, open afbeelding, gesloten af- 


beelding, homeomorfisme, topologie geïnduceerd door afbeeldin- 





gen; Tychonoff-topologie, fijne produkttopologie. 
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Hoofdstuk III: Continue invarianten. 
Bevat o.a.: compactheid, samenhang, brok, boogsamenhang, compo- 


nent, quasicomponent. 
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Hoofdstuk IV: Scheidingsaxioma's. 


Bevat o.a.: Hausdorffruimte, normaal, regulier. 


Hoofdstuk V: Enkele bijzondere topologische ruimten. 


Bevat: produktruimten, functieruimten en topologische groepen. 


Hoofdstuk VI: Het lemma van Urysohn; metriseerbaarheid. 


Hier gaan we ook nog wat dieper in op de aftelbare compactheid. 


Hoofdstuk VII: De stelling van Tychonoff. 
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INLEIDING 


In het college Analyse II hebt U kennis gemaakt met de metri- 
sche ruimten, en met de topologie die door een metriek geïndu- 
ceerd wordt. Met behulp van e-omgevingen werden open verzame- 
lingen gedefinieerd. 

In dit college zullen we uitgaan van een willekeurige verzame- 
ling X. In X wijzen we eem cone e FJ van deelverzamelingen 
aan die we de open deelverzamelingen van X zullen noemen. Onder 
zekere voorwaarden heet x,T) een topologische ruimte. 
Alhoewel dit niets te maken heeft met metrische ruimten, zult U 
toeh merken dat vele stellingen uit Analyse II ook geldig zijn 
in dit algemene geval, mits men de termen "e-omgeving" en '"bol- 
omgeving! vervangt door "omgeving" zonder meer. U zult echter 


ook attent gemaakt worden op uitzonderingen op deze regel. 


Onmisbaar bij de bestudering van dit dictaat is het collegedik- 


taat Analyse II. 


Aanbevolen literatuur: 
J.G. Hoeking & G.S. Young: Topology. 


Uitgever: Addison-Wesley Publishing Company. 
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(1.1) 


Kl) 


(1.3) 


(1.4) 


(1.5) 


Hoofdstuk 1. 





Zij X een verzameling. In X wijzen we zekere deelverzamelingen 


aan die we open zullen noemen. 


Definitie. De collectie J van open deelverzamelingen van X heet 
een topologie op X als aan de volgende eisen voldaan 
is: | 
a) X is open en b is open. 


b) De doorsnede van eindig veel open verzamelingen is 


open. 


ec) De vereniging van willekeurig veel open verzame- 


lingen is open. 


Als aan deze eisen voldaan is zeggen we 

X is een ruimte met topologie Â 
of: (X,9 ) is een topologische ruimte. 
Soms, wanneer we niet geïnteresseerd zijn in de expliciete kennis 
van J zeggen we (slordig!) eenvoudig: X is een topologische 
ruimte, | 
Voor een topologische ruimte X leggen we de volgende begrippen 
vast. 
Zij x € X. Een verzameling U C X die x bevat, heet een omgeving 
van x als er een open verzameling V C X is met x € V C U, 
Zij AC X. Een punt x € X heet verdichtingspunt van A, als ie- 
dere omgeving van x een punt a € A bevat met a # x, 
De afsluiting A van A wordt gevormd door de vereniging van A 
en de verzameling van de verdichtingspunten van A. 
Een verzameling A C X heet gesloten als zijn complement A* 
(a = X \ A) open is. | | | | 
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(1,8) 


(1.9) 
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‚lb, 
Zo voortgaande kunnen we ook begrippen als inwendige, rand en 
geïsoleerd punt definiëren. We laten dit echter over aan de 


lezer! (Vergelijk met Analyse II). 


Opgave. X = IR en 4 bestaat uit &, IR, en uit alle deelverza- 
melingen van de vorm (a, ce). Laat zien dat (X,J ) een topolo- 


gische ruimte is, en bepaal de verdichtingspunten van Cs de 


Opgave. X = Ren J bestaat uit d, IR , en uit alle deelverza- 
melingen van de vorm [a, ee). Laat zien dat (X,9 ) geen topolo=- 


gische ruimte is. 


Opgave. X = {1, 2, 3, 4}. J bestaat uit b, {1,2}, {2,3}, {2}, 
{u} en alle verenigingen daarvan. Welke deelverzamelingen van 


X zijn gesloten? Bepaal de afsluiting van {2} en van {4}. 


Opgave. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat een omgeving van 
een verdichtingspunt van A niet noodzakelijk oneindig veel 


punten van A hoeft te bevatten. 


Opgave, X = {1, 2, 3}. Bepaal alle topologieën op X waarin 


{1, 2} en {2, 3} open zijn. 


Opgave. X is een topologische ruimte. Bewijs: A C X is gesloten 


» A= Á. 


In opgave (1.8) hebben we reeds gezien dat het niet nodig is om 
alle open verzamelingen van een topologie op te schrijven. In 
plaats daarvan kan men volstaan met het geven van een basis van 


open verzamelingen. 


(1.12) Definitie. Zij J een topologie op X. Een deelcollectie ® van f 


heet een basis voor de topologie J als ieder ele- 





en 
ment # & van 9 een vereniging is van (eventueel wil- 


lekeurig veel) elementen van , 


(1.13) Opgave. Zij ® een basis voor de topologie J . Toon aan: 
UE J U = & of bij ieder punt p € U is een BE ÍÌ met 


pEBGCU, 


| Uit opgave (1.13) blijkt dat we door het geven van een basis op 
eenduidige manier de hele topologie kunnen vinden. Echter niet 
|: e 


iedere collectie deelverzamelingen kan optreden als basis voor 


een topologie. De volgende stelling geeft hierover uitsluitsel. 


(1.14) Stelling. Een collectie Jò van deelverzamelingen van X treedt op 
als basis voor een topologie op X dan en alleen dan 
als aan de volgende voorwaarden voldaan is: 


1) X = U B 
BE 9 


2) Als U, VE B en UN V #$ dan is er bij ieder punt 


pEUMV een element WE PD zodat pEWCUNV, 


Bewijs. Zij J gedefinieerd zoals in opgave (1.13). We moeten 
aantonen dat deze Â een topologie op X vormt. Dan moet voldaan 
zijn aan de voorwaarden van def. (1.1). Het "alleen dan! is dus 
duidelijk wegens de eisen a) en b) van (1.1). Nu nog het “dan!'; 
eis a) is vervuld wegens 1) en de definitie van Á. 
eis b) Het is voldoende aan te tonen: 
T, SE TJ > Tas e 9. Zij PE TNS dus pET en 
PES. Per definitie zijn er dan U, Ve Áì zodat pe UC T 
En pe VC Be Ústeens dj is een WE É zodat 
PEWCUNVYETNS. Dus Inse gd . 


eis c) is evident waar. 














‚6, 
Soms wil men alle moeilijkheden van bovenstaande aard vermij= 
den. In plaats van een basis voor de topologie geeft men dan 


een subbasis van open verzamelingen. 


(1.15) Definitie. Zij Â een topologie op X. Een deelcâllectie van 
Ï neet een subbasis voor de topologie als de col- 
lectie van de eindige doorsneden van elementen 


uit df een basis voor Í vormt. 


(1.16) Opgave. Zij YJ een subbasis voor de topologie 9, Toon aan: 
UE YS esU e= bof bij ieder punt pE U zijn er eindig veel ele- 


menten S,, S),...,S, € { zodat p € de S; CU, 


Uit opg. (1.16) blijkt weer dat een topologie eenduidig be- 
paald is door een subbasis daarvan. Het grote voordeel van het 
begrip subbasis blijkt uit de volgende stelling, waarvan we 


het bewijs aan de lezer overlaten. 


(1.17) Stelling. Een collectie van deelverzamelingen van X treedt 


op als subbasis voor een topologie op X * X z U S, 
Ser 
(1.18) Definitie. Laat op X twee topologieën FT, en J, gegeven zijn. 
TT - GT | 
yy ‚ heet fijner dan Í) (of IJ, grover dan 9) als 
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(1.19) Gegeven Ben collectie topologieën 9, (x doorloopt een index- 
verzameling [') op X. De grofste topologie T die fijner is dan 
iedere J , heet de gemeenschappelijke verfijning van de topolo- 
gieën J De fijnste topologie 9 die grover is dan iedere Ei 


heet de gemeenschappelijke vergroving van de topologieën Io 
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(1.21) 


(122) 


ed 
Opgave. Zij (X, p) een metrische ruimte. Laat zien dat de 
open e-bollen een basis vormen voor de topologie bepaald door 


de metriek p. 


Opgave. In IR ° 


bekijken we de topologie bepaald door de me- 

triek 
px), (x!,y 1D) = max (|x-x'|,‚|y-y'|). 

Laat zien dat de collectie bestaande uit alle halfvlakken 


van de vorm x > a, Xx < a, y > a; y <a (a € IR) een subbasis 


is voor deze topologie. 


En B ee sk ad 
Opgave. X = IR. Laat zien dat de collectie B en = (r 5 Pt 


met r € @ en n E IN een basis is voor de gewone topologie op X, 


(1.23) 


(1.24) 


(1.25) 


(1.26) 


EEn 


Opgave, Zie (1.10). Voor welke topologie op {1, 2, 3} vormt 


{{1,2},{2,3}} een subbasis, 


Opgave.Op X zijn twee topologieën gegeven: Bi met basis ® en 
9 met subbasis f. Bewijs: Í, is fijner dan Í * baj iedere 
UE f en elk punt p € U is er een V € GD zodat pE VCU. 


Opgave. Zij Í een topologie. Kunnen we, om een grovere topolo=- 
gie te krijgen zomaar wat elementen uit Î weglaten? Illustreer 


dit met een voorbeeld! 


Opgave. Gegeven een collectie topologieën f, (y E[ ). Laat 


zien dat U a, een subbasis is voor de gemeenschappelijke ver- 
_ U | | 
fijning van de I's, en dat de gemeenschappelijke vergroving Â 


van de Â 's gegeven wordt door f= n JI. 
Y ye a 


Opgave. Zij X een topologische ruimte met topologie f. Zij ver- 


der een basis voor JT en Y een subbasis voor Ĳ . Een basisom- 


„B, 
geving van x € X is een UE ® zodat x € U. Een U € P met 
x E U heet een subbasis=-omgeving van x. Zij A een Heeinensas 
meling van X. Toon aan dat we ons in definitie (1.3) Annen 
beperken tot basis-omgevingen van Xx, maar niet tot subbasis= 
omgevingen. Construeer voor dit laatste een tegenvoorbeeld, 


Ee bijv. met behulp van opgave (1.21). 


(1.28) Opmerking. Bij de definities van basis en subbasis hebben we 
geen minimaliteitscondities opgelegd. Dus een collectie open 
verzamelingen die een basis omvat is zelf weer een basis, en 


A ledere basis is ook een subbasis. 


Volgens derne (1.2) hoeft een omgeving van Xx geen 

| open verzameling te zijn. Wel is iedere open verzameling die 
Xx bevat een omgeving van x. Daarentegen zijn basis- en sub- 
basis-omgevingen uiteraard steeds open. 

Gemakkelijk te verifiëren is de uitspraak: 

| | Een verzameling V is een omgeving van x © V omvat een 


basisomgeving van X. 
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TOPLEM '71 
‚9. 


Hoofdstuk II. Continue afbeeldingen. 


X en Y zijn topologische ruimten. 


Definitie. Een afbeelding f : X > Y heet continu als voor iede- 


re open A C Y geldt dat £”Ì(A) open is in X. 


Opgave. Bewijs: f : X > Y is continu * Voor iedere gesloten 


verzameling B C Y is £ÌÎ(B) gesloten in X. 


Opgave. Zij f een subbasis voor de topologie op Le Bewijs: 
£ : X > Y is continu ©* Voor ieder element SE f is £Ì(5) 


open in X. 


Definitie. Een afbeelding £ : X > Y heet continu in het punt 
x E X als er bij iedere omgeving V van f(x) een om- 


geving U van x te vinden is zodat f(U) C V. 


Opgave. Laat zien f£ : X > Y is continu ® ff is continu in elk 


punt van X. 


Opmerking. Aan het eind van dit hoofdstuk zullen we aan de hand 
van een voorbeeld laten zien dat rij-continuïteit (Analyse II, 
5.11.b) niet equivalent is met definitie (2.4). Natuurlijk geldt 


de equivalentie wel voor metrische ruimten. 


Definitie. Een afbeelding f : X * Y heet een open afbeelding 


als voor iedere open A C X ook f(A) C Y open is. 


f heet een gesloten afbeelding als voor iedere ge- 


sloten B C X ook f(B) C Y gesloten is. 


Definitie. Een afbeelding f : X > Y heet een homeomorfisme als 
1. f is een bijectie, 


Ze EON £Î zijn continu. 
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ad, 


(2.9) Opgave. f : X > Y is een bijectie. Bewijs: f is een homeomor- 


(2.10) 


Kidd 0 


(2,12) 


(2e 13J 


fisme * f£ en £Î zijn open afbeeldingen. 


Zij A een verzameling, en B een topologische ruimte. Zij ver- 


der f : A > B een afbeelding. We vragen ons nu af : Voor welke 
topologieën op A is f een continue afbeelding? Volgens defini- 
tie (2.1) is nodig en voldoende hiervoor dat £ Ev) open is in 


A voor iedere open deelverzameling V van B. We winden dus 


Stelling. Zij (B,) een topologische ruimte. De grofste topo- 


logie op A zodat f : A.” B continu is, wordt gegeven 


. =| | 
door de collectie {f WD}, ey: 


Opgave. Laat zien dat de collectie (£ On E ‚y inderdaad een 
topologne op A definieert. 
We kunnen de zaak ook van de andere kant bekijken,en veronder- 
stellen dat juist A een topologische ie is en B een verza- 
meling. De vraag is dan, voor welke topologieën op B een gege- 


ven afbeelding f : A > B cântinu is. Gebruiken we weer de een- 


voudige karakterisering van definitie (2.1), dan vinden we 


Stelling. Zij (A‚y) een topologische ruimte. De fijnste topolo- 
gie op B zodat f : A >» B continu is, wordt gegeven 
door de collectie 


UV | VvCBe eine u}. 


Opgave. Laat weer zien dat de collectie uit stelling (2.12) in- 


derdaad een topologie op B is. 


Opmerking. Zowel in het geval van stelling (2.10) als ook bij 


stelling (2.12) spreekt men van de door f geïnduceerde topologie. 
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‚11. 
Daarbij maakt men dan een onderscheid: 
De topologie op A in (2.10) heet initiale topologie; 
De topologie op B in (2.12) heet finale topologie, of ook wel 


quotient- of identificatietopologie, 


Voorbeeld. Zij X een topologische ruimte met topologie f, en 
zij A een deelverzameling van X. Van A kunnen we een topolo=- 
gische ruimte maken, door A te voorzien van de door J op A 
geïnduceerde topologie. D.w.z. een deelverzameling B van A 
heet precies dan open in A als er een open U C X (dus U EN) 
is, zodat B = AMU. (Vergelijk dit met Analyse II, stelling 
1.22). Zij 1 : A*X de identieke afbeelding (inclusie). Dan 
is de door 4 op A geïnduceerde topologie precies de door i ge- 
Induceerde topologie volgens. steliine (2.10). Immers, zij 


U C X open, dan is if(u) = ANU. 


Voorbeeld. X, ‚ Y EF’ is een collectie topologische ruimten. 
Bekijk nu het cartesisch produkt X = Ee X,. Is er een zinvol- 
le manier om X van een topologie te denna Hiertoe merken 
we op dat er voor iedere B € [' een projektie-afbeelding 

Tg: X > Xg bestaat (Tg voegt aan een element van X zijn B-de 
coördinaat toe). We voorzien X nu van de grofste topologie 9 
waarvoor iedere Tg een continue afbeelding wordt. Voor iedere 
afzonderlijke B € [' induceert Tg een topologie lie op X volgens 


stelling (2.10). Blijkbaar is $ de gemeenschappelijke verfij- 


ning van de topologieën 93 CB EIT): ie 


(2.16) Opgave, Zie voorbeeld (2.15). Laat zien dat een basis voor de 


topologie J op X gegeven wordt door de collectie deelverzame- 





(217) 


(2.18) 


‚12. 
lingen van X van de vorm U = II U, waarbij iedere U, open is 
yer .Y | Y 
in X, en bovendien U, = KX op eindig veel uitzonderingen y na. 


Aanwijzing: Hoe ziet een open verzameling van X in de topologie 

Pe eruit? Gebruik verder nog opgave (1.26). | 

De topologie 9 op HX, in voorbeeld (2,15) heet de Tychonoff-to- 

pologie, Opgave (2.16) suggereert nog een andere "natuurlijke" 

manier om IX van een topologie te beenen: Deze topologie, 

die we de fijne produkttopologie zullen noemen, heeft als basis 

de collectie deelverzamelingen van de vorm U = he U ; waarbis 

iedere U, open is ‘in Xi: Merk het verschil op Ree de basis voor. 

de Tychonoff-topologie. 

Uit de definities blijkt: 

1) Als de indexverzameling [' eindig 18 Ben vallen de Tychonoff- 
topologie en de fijne produkttopologie samen. 


2) Als [' oneindig is dan is de Tychonoff-topologie in het alge- 


meen echt grover dan de fijne produkttopologie. 


Opgave. Gegeven f : A > B, B een topologische ruimte, en A voor- 
zien van de door f geïnduceerde topologie. Bewijs: 

Voor iedere topologische ruimte Y en iedere afbeelding g : Y > A 
geldt: 


g continu * fog : Y * B continu. 


Opgave. Gegeven f A B, A een topologische ruimte en B voor- 
zien van de door f geïnduceerde topologie. Bewijs: 

Voor iedere topologische ruimte Y en iedere afbeelding g : B > Y 
geldt; 


g eontinu ©® gof : A » Y continu. 


el 
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(2.19) Opgave. Zij X = II X, als in voorbeeld (2.15) voorzien van de 
zi | 


(2.20) 


(2.21) 


Tychonoff-topologie. Laat zien: Voor iedere topologische ruimte 
Y en iedere afbeelding f : Y > X geldt: 


continu voor alle Ber 


B 


f continu © Tg 0 £: En 


Opgave. Zij IR voorzien van de gewone topologie. Laat zien dat 
de gebruikelijke topologie op R overeenstemt met de Tychonoff- 


topologie op IR x IR. 


We geven nu het in opmerking (2.6) beloofde voorbeeld. We zoeken 
dus topologische ruimten X en Y en een iEheetdine Ls KY die 
in een punt a € X niet bont is, terwijl toch voor etend rij 

(a) in X met limiet a de rij (ÉCa)) in Y het punt f(a) als Li 


miet heeft. Daartoe definiëren we eerst het begrip limiet. 


Definitie. Z is een topologische ruimte en Cz) is een rij pun- 


ten in Z. Een punt z € Z heet een limiet van de rij 
Cz) als er bij iedere omgeving U van z een NE IN 


te vinden is zodat din E U zodra n 2 N. 


(2.22) Voorbeeld bij (2.6). Zij X de topologische ruimte die er als volgt 


uitziet. De punten van X zijn de reële getallen # 1 en ook nog 
een punt, ee genaamd. Iedere deelverzameling van X die het punt ee 
niet bevat is open; en een deelverzameling A van X die ce bevat, 
is open ® X \ A bevat hoogstens aftelbaar veel punten. Ga zelf 
na dat dit inderdaad een topologie op X definieert. 
Voor Y nemen we het segment [0,1] met de gewone topologie. 
Bekijk nu de afbeelding f : X > Y gegeven door 

£G) = Lals xEX, x # eo 


E49) Bs 


‚1. 


Ga na dat f niet continu is in het punt oo E X, Laat in X een 
rij punten (a) gegeven zijn met limiet co. Ik beweer: dan is 
5 er een NE N zodat a, = “ voor alle n > N. Immers 
| U = {X \ la} } U Lee} is ser Ohe URE van (ga na!) en 
| dus geldt: a eu e il oo, Maar dan heeft de rij éf(a_)) ze- 


| | ker 0 als limiet. | | En n Ì 


| (2.23) Opgave. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat een rij in een 


topologische ruimte wel eens meer dan één limiet kan hebben. 
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Hoofdstuk III. Continue invarianten. 


(3.1) Definitie. Een open overdekking van een topologische ruimte X 


is een collectie open deelverzamelingen van X, waar= 
van de vereniging X is. | 
Een open overdekking heet eindig als hij uit eindig 


veel open deelverzamelingen bestaat. 


(3.2) Definitie. Een topologische ruimte X heet compact als iedere 


(3.3) 


(3.4) 


(3.5) 


open overdekking van X een eindige open overdekking 
„van X bevat. 
Een deelverzameling A £ X heet compact wanneer A als 
topologische ruimte (geïnduceerde topologie) compact 
Le, 
In een metrische ruimte is elke compacte deelverzameling geslo- 
ten (zie Analyse II, (7.15)). Dat dit in het algemeen niet waar 


is, blijkt uit de volgende opgave. 


Opgave. (X,9) als in opgave (1.6). Laat zien dat fa,ce) compact 


is in X, en dat [a,e9) noch open, noch gesloten is. 


Opgave. Een gesloten deelverzameling A van een compacte topolo- 
gische ruimte X is compact in X. Bewijs dit. 
Aanwijzing: formuleer de compactheid van A eerst in termen van 


open deelverzamelingen van X, 


Opgave. X is een topologische ruimte. Bewijs: als a € X een li- 
miet is van een rij (a) in X, dan is de verzameling 
A = {a|n € IN} U {a} compact in X, 


(Vergelijk dit met Analyse II, (7.13)). 


Ee Et TE TR EE 





(3.6) 


ENED. 


(3.8) 


(8.9) 


‚16. 


Het begrip compactheid kan ook gedefinieerd worden met geslo- 


ten verzamelingen. Zie hiervoor Analyse II, (7.9). 


Definitie. Een topologische ruimte X heet aftelbaar compact 
als iedere oneindige deelverzameling van X een ver- 


dichtingspunt (in X) heeft. 
Stelling. Een compacte topologische ruimte is aftelbaar compact. 


Voor het bewijs verwijzen we naar Analyse II, stelling (7.21). 
Ga zelf na welke modificaties nodig zijn omdat U niet te maken 


hebt met metrische ruimten. 


Opmerking. Een aftelbaar compacte metrische ruimte is compact. 
Voor niet metrische ruimten hoeft dit echter niet waar te zijri. 


Zie Hoofdstuk VI. Zie ook opgave (1.6). 


Definitie. Een eigenschap van een topologische ruimte X heet 
een continue invariant als voor iedere continue af- 
beelding van X op een topologische ruimte Y, ook Y 
die eigenschap heeft, 
(3.10) Stelling. Compactheid is een continue invariant. 


Voor het bewijs van deze stelling verwijzen we naar stelling 


CT.14) in Analyse II. 


(3.11) Opmerking. Het begrip "aftelbaar compact!" is geen continue invariant. 


We kunnen dit inzien aan de hand van het volgende voorbeeld. Neem 
X = IN, met als basis voor de topologie alle deelverzamelingen van 
de vonm {2n-1,2n}. Zij Y = IN, voorzien van de discrete topologie 
(elk punt is open). Ga zelf na dat 

(1) X is aftelbaar compact. 


(2) Y is niet aftelbaar compact. 








sl i 


(3) De afbeelding f : X * Y, gegeven door f(x) =Ä, is een continue 
afbeelding van X op Y. Hierbij betekent Jaf het kleinste gehele 


getal > a. 


Voor de volledigheid zij hier nog vermeld dat de aftelbare compact- 


heid wel een continue invariant is, indien we uitsluitend met 


€312} 


(3,13) 


(3.14) 


T,‚-ruimten werken (zie Definitie (H.1)b en opgave (6.,11)). 


Definitie. Een open en gesloten deelverzameling van een topolo- 


gische ruimte X heet een brok van X. 


Dus A C X is een brok ®* A en X \ A zijn open. De lege verzame- 
ling en X zelf zijn altijd brokken. Eindige doorsneden en ook 
eindige verenigingen van brokken zijn weer brokken. (Waarom mag 
hier niet Woneindig" staan?) Ook het complement van een brok is 


weer een brok. 


4 | 
Opgave. X = in E N} U {0}. Door de metriek plx,y) = |x-yl 


wordt X een metrische ruimte. Bepaal alle brokken van X. 


Opgave. Y is een topologische ruimte en X is een deelverzameling 
van Y, voorzien van de geïnduceerde topologie. Zoals U weet, gel= 


den de volgende uitspraken: 
A C X open in X ® er is een open U C Y zodat Az Unx. 
B C X gesloten in X * er is een gesloten V C Y zodat B = VMX. 


Laat aan de hand van een voorbeeld zien dat de volgende uitspraak 


niet waar hoeft te zijn: 


A C X'een brok van X * er is een brok U C Y zodat A = UN X. 


Bewijs verder dat '"='" wel waar is. 


EE DEN En MEN Ee VDE NR EN OR Ee NR VA he ME SEN ek ee Tg EE 


Gereed she vereer nek 


RR dane a en a ne En eci 


EEE APEL REE AEELD AE MEIN EEE Kn Men A HE EER EPEN PVE EE ME ER NL 


(3.15) 


(3.16) 


CS LAN 


(3.18) 


(3,0) 


Kn) 


(321) 


‚18, 
Opgave. X C Y als in opgave (3.14). Bewijs: A CG X is een brok 
in X * er zijn open U, V C Y zodat UN X = Aen VvNxXe=xX\ A, 
Kunnen U en V zo gekozen worden dat U Ml V =d ? Geef een voor- 


beeld! 


bertnteis. Een topologische ruimte X heet samenhangend als X 
es echte brokken heeft. Dus als b en X de enüge 
brokken van X zijn. 

A C X heet samenhangend wanneer A samenhangend ie 


in de geïnduceerde topologie. 


Opgave. Bewijs met behulp van opgave (3.15): 
Een deelverzameling A van een topologische ruimte X is niet sa- 
menhangend * er zijn open U, V C X zodat UM V MA =d, 


ACUUVYV, UMNAFd en VMNAFd. 


Opgave. Y is een topologische ruimte, D CG Y is samenhangend en 


A C Y is een brok. Laat zien: DCA ÒfDMNA =d. 


Stelling. X is een topologische ruimte. Dan geldt: Als A CG X 


samenhangend is, dan is ook A (afsluiting) samenhangend. 


Bewijs. Zij D C A een brok van A zodat D # $. Dan is D NM A een 
brok van A en DNA #d (ga na!), dus DNA = A. Omdat A geslo- 
ten is in X, en D gesloten in A, is D gesloten in X. Omdat 


ACDCÀ, geldt in :zAECD= DCA e= A, dus D = A, 
Opgave. Bewijs stelling (3.19) met behulp van opgave (3.17). 


Definitie. Zij X een punt van een topologische ruimte X. De ver- 


eniging van alle samenhangende deelverzamelingen van 








BEEN EE EEE NA REE EEE ee EE NES 4 
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X die het punt x bevatten, heet de(lsamenhangs)compo- 


nent van X. 


Stelling. Voor de samenhangscomponent C van x € X geldt: 
a) C is samenhangend 


b) C is gesloten. 


Bewijs. 


a) Zij B een brok van C zodat x E B. Voor iedere samenhangende 
deelverzameling D van X met x € D is dan B Ml D een brok van 
D dat niet leeg is, dus B MD = D en bijgevolg B 2 D, dus 
B = C. Voor een brok B' van C dat x niet bevat, gaan we over 
op het brok C \ B'. Dit bevat ee HES dus C \ B' = C, en hier- 
uit volgt B' z db. 

b) Volgt onmiddellijk uit stelling (3.19) en uit de definitie 


van C. 


Zij Xx een punt van een topologische ruimte X. Ieder brok B van X 
dat x bevat, omvat de samenhangscomponent van Xx. (Zie opgave 


(3.18)). Dus de samenhangscomponent van Xx is een deelverzameling 


van de doorsnede van alle brokken die x bevatten (de z.g. 


EED DP 


quas icomponent vän Xs 


Voorbeeld. In R° (gewone, metrische topologie) beschouwen we de 
verzameling 

A= {(x,y)ly = 5, me IN} U {(x,0) | x # 0} 
(tekening!) voorzien van de geïnduceerde topologie. In A geldt 
dan: De quasicomponent van het punt (1,0) is de verzameling 


{(x,0) | x #0} , terwijl de component van (1,0) gegeven wordt 


‘door {(x,0) | x > 0} . Ga na! 


„20, 


MEE En ek BRE et Tre Ae AE AE NR ma 


(3.24) Stelling. Het begrip samenhang is een continue inwariant. 
Zie voor een bewijs: Analyse II, stelling (7.7). 


| Een ander belangrijk begrip in dit verband is de boogsamenhang 
(samenhang met wegen). We zullen dit nu gaan definiëren en 
enkele eigenschappen aantonen. Zij I het segment [0,1] in de 


_ reële getallen met de gewone topologie. 


kie ten Ean ne ae ak iden RE 


(3.25) Definitie. Een weg (of boog) in een topologische ruimte X is een 


continue afbeelding f : I > X. Als f(0) = a en 


GE MME 


f(1) = b, dan spreken we van een weg van a naar b. 


(3.26) Stelling. In een topologische ruimte X is de relatie R gegeven 
door '"xRy * er is een weg van Xx naar y'", een equiva- 


lentie-relatie. 


AE A GITE ERROR Oe DE TE ROE WARE RO ENEN EO Or ROTA EE GEE EER EEE B 4 


Bewijs. 


1. Symmetrisch. Als f : I » X een continue afbeelding is met 


f(O) = x en f(1) = y, dan is f!' : I > X, gedefinieerd door 


ONE AD ET ARDEN NEE A RE BE ON PE 


f'(t) = f(1-t) (t € I) een weg van y naar Xx, 
2. Reflexief. De weg h : I > X met h(t) = x voor alle t € I, 
is een weg van x naar X. 
3. Transitief. Gegeven f‚ g : I > X met f£f(0) = Xx, f(1) = g(0) = y 


en g(1) = z. Bekijk dan k : I * X, gegeven door 


n- 
IN 
dt. 
‚ 
NS 


k(t) f(2t) als 0 St Sten k(t) = g(2t-1) als 


k is een weg van XxX naar z. 


EEV D Opgave. Verifieer dat de afbeeldingen f', h en k uit het bewijs 


van stelling (3.26) inderdaad continu zijn. 








| (3.28) 


(3.29) 





(3.30) 





| (3.31) 


(3.32) 
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Definitie. Een deelverzameling A van een topologische ruimte X 
heet boogsamenhangend als er bij ieder tweetal pun- 
ten ad, bEÁ een weg van a naar b bestaat die geheel 
binnen A verloopt. (d.w.z. er is een continue 


EF t EK zodat £{0) sa, £(1J = ben £CTJ CG A). 


® 


Opgave. Laat zien : In RÌ met de gebruikelijke metriek is een 


bolomgeving boogsamenhangend. 


Opgave. A en B zin boogsamenhangende deelverzamelingen van een 
topologische ruimte X. Bewijs A NBF A UB is boogsamen- 


hangend. 


Stelling. Een boogsamenhangende deelverzameling Â van een topo- 


logische ruimte X is samenhangend. 


Bewijs. Uit het ongerijmde. Stel A is niet samenhangend. Dan zijn 
er open U, V C X zodat ACUUV, AMUAM V = ós, ANU Fed en 
ANV#® Er zijn dus punten a, bEA metaE€U, bE V. 

Zij nu f : I * X een weg van a naar b die geheel binnen A ver- 
loopt. Dan geldt £(I) CUUV, £(I) NUMV =b, £CI) NU Fb 

en £(I) N V #d. Dit betekent dat f(I) niet samenhangend is, het- 
geen strijdig is met de samenhang van I en de continuiteit van 


f (zie (3.24)). 


De omkering van stelling (3.31) is in het algemeen niet juist, 


getuige het volgende voorbeeld. 


iesshestd: In R° 


met de gewone topologie bekijken we de deel- 
verzameling A, gegeven door | 


A = {(x,y) | y = sin 2 ‚ Xx > 0} U {(0,0)} 


„Lis 





Dan is À samenhangend. Immers, A\{(0,0)} is samenhangend omdat 
dt Het beeld is van de samenhangende halfrecht (0,99) onder 

de continue afbeelding f : (O,ee) > IR gegeven door f(x) « 

= (Xx, sin 2). Bovendien is het punt (0,0) verdichtingspunt van 
A\{(0,0)}. Met een mese. redenering als in het bewijs van 
stelling (3.19) toont men aan dat A samenhangend is. 

A is echter niet boogsamenhangend, want het punt (0,0) is binnen 
A met geen ander punt van A te verbinden. In dónetets zullen we 
aantonen dat voor een continue afbeelding ES LL A zOdaE 

£(I) C A en f(O) = (0,0) geldt dat £(I) = {(0,0)} 

| Bekijk daartoe de omgeving | 

| Urtoop l-SxShrheyeH 

van (0,0) in mess Dan is er bij iedere a € I met f(a) = (0,0) 
een samenhangende omgeving V C I van a te vinden zodat £(V) C U. 
Ook is f(V) C A. Bovendien is f(V) samenhangend. Dus f(V) = 

= {(0,0)} omdat {(0,0)} de samenhangscomponent van ((0,0)}is in 
U M A. (Maak een tekening!) We concluderen dat £E{(0,0)} open 
is in Il. Maar en is ook gesloten (f is sot dus 1s 


een niet leeg brok van I ({O0} zit er zeker in). Dus ET Ìrco,0)} en De 
We bewijzen de volgende partiële omkering van stelling (3.31). 


(3.33) Stelling. Zij A een open, samenhangende deelverzameling van R 
(voorzien van de gebruikelijke topologie). Dan is A 


boogsamenhangend. 


Bewijs. Zij x € A en zij B C A de verzameling van alle punten 
ye Amie met. x Le verbinden zijn door een weg die geheel binnen 


A verloopt. Dan is B een brok van A. Immers, 
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„23. 


1) B is open in A. Zij z € B; dan is er een e- bol U om z zodat 
U C A (A open). Teder punt van U kan binnen U (zie (3.29)), 
dus binnen A, met z verbonden enden en z kan binnen A met x 
verbonden worden door een weg. Wegens (3.26) is dee U C B. 

2) B is gesloten in A. Zij z E A, z &£ B. Dan is er een ê-bol V 
om z zodat V C A. Maar BM V = d. Immers, was dat niet zo, 
dan was enden E BM V, en een soerteelt es nedenedine als 
in 1) toont dan aan: z € B. | 
Dus B is inderdaad een brok van A. B # ò, immers Xx E B, dus 
B = A. Ieder punt van Â is dus bidhën A met x te veehinaen. 


Via stelling (3.26) zien we dan dat A boogsamenhangend is. 


(3.34) Stelling. Boogsamenhang is een continue invariant. 


Cad) 


Bewijs als opgave. 


We sluiten dit hoofdstuk af met een voorbeeld. 

Voorbeeld. We beschouwen de topologische ruimte X van de ortho- 
gonale lineaire afbeeldingen in mè? op zichzelf. De topologie op 
X bepalen we door X op te vatten als selven mens van R'. 
Kies daartoe een orthonormale basis van RS Op deze basis heeft 


een element Xx E X de matrix 


6 6 
( 11 12, 


E21 822 


Identificeer x nu met het punt 


Li 
(E44? E42? E14? 699) ER 


De definiërende vergelijkingen van een orthogonale matrix zijn 
de orthogonaliteitsrelaties: 


Ì 





j 
8 
| 
Î 
[ 
Ö 
f 
| 





24. 
7 2 2 2 
Era + Epa 7 Îo E4o + E59 = 1 


en _ 614812 + 871622 = 0: 


De linkerleden van deze vergelijkingen zijn continue afbeel- 


dingen RR 


> R. De oplossingsverzamelingen van deze WEDgekij= 
kingen zijn dus gesloten delen van R. Bijgevolg. is hun door- 
snede, X, gesloten in is. Maar X is ook begrensd, want 

8:53! S 1 wegens de bethendnainretaalseide. Dus X is compact 
(zie Analyse II, stelling (7.18)). | 

De determinant is een continue geheelde X > R , met waarden 


+1 en -1. Dus det (X) is niet samenhangend. Bijgevolg is X niet 


samenhangend (zie (3.24)). 


Kijken we nu naar de deelverzameling D C X, bestaande uit de 
orthogonale afbeeldingen met determinant +1 (de draaiingen), 


dan zien we dat D boogsamenhangend is. Immers, ieder element 


van D heeft de vorm 
cos ® sin ® } 
- sin ò cos & 


Elk element van D is dus binnen D te werbinden met Ë 0 


zi D 


vla de weg 


5 cos tò sin té 
f(t) = k =sin té cos tó ) Ct SS lOsdl de 


Als gesloten deel van X (laat dat zien!) is ook D compact. 


Analoge resultaten zijn af te leiden voor de draaispiegelingen 


van IR? 
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Hoofdstuk IV. Scheidingsaxioma's. 


In het voorgaande hebben we ons in de theorie beziggehouden 
met algemene topologische ruimten. In opgave (2.23) hebben we 
gezien dat een rij dan wel eens meer dan een limiet kanheben. 
Om aan deze en aan andere ongerieflijkheden tegemoet te komen; 
gaan En de topologische ruimten indelen naar scheidbaarheid 


van punten door open verzamelingen. 
(k.1) Definitie. Zij X een topologische ruimte. 


ak X heet een To-ruimte als voor elk tweetal ver= 


schillende punten X, y E X geldt: Er is een om- 


geving U, van Xx zodat y & Us of: Er is een om= 


geving B van y zodat x & U 


b). X heet een T‚-ruimte als er bij elk tweetal ver- 


schillende punten x, y € X omgevingen U, van Xx 


n U van zijn zodat x £ U en EU: 
en U, y zij yen y fu, 


ce). X heet een T,-ruimte, of een Hausdorffruimte, 


2 
als er bij elk tweetal verschillende punten 
X, y E X omgevingen U van X en U, van y zijn 


zodat U NU. = ò. 
| X y 


(h.2) Opgave. (X,9) als in opgave (1.6). Laat zien dat X een T,-ruimte 


0 


is; maar geen T‚-ruimte. 


(h.3) Opgave. Als (4.2), voor X uit opgave (1.8). 


(k.4) Opgave. X is een oneindige verzameling. Open deelverzamelingen 


van X zullen zijn &, X, en de complementen van eindige deelver- 
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(H,5) 


(L,6) 


(h.7) 


‚26. 


zamelingen. Toon aan dat dit een topologie op X definieert, en 


dat X zo een T‚-ruimte is, maar geen T‚-ruimte, 


Opgave. Laat zien dat in een T‚-ruimte elk punt een gesloten 


verzameling is. 


Opgave. Een metrische ruimte is een Hausdorff-ruimte. 


® 


Een metrische ruimte voldoet aan een veel sterkere eis, dan al- 
leen het Hausdorffs zijn, zij is nl. normaal, d.w.z.: Bij ieder 
tweetal gesloten verzamelingen A en B zodat ANB =d, zijn er 


open verzamelingen U en V zodat ACU, BC Ven Uny e=zbd. 


Voor het bewijs van deze bewering roepen we maes Et, opgave 
20, in herinnering, waar in een metrische ruimte (X,p) een af- 
stand d gedefiniëerd wordt voor deelverzamelingen van X. Laat 
nu zelf zien dat de verzamelingen 

U = {xExX | d(x,A) < d(x,B)} 
en 

Vv ={xEex | d(x,A) > d(x,B)} 


voldoen. (Vergeet niet aan te tonen dat U en V open zijn!) 


Stelling. Een compacte deelverzameling C van een Hausdorffruim- 


te X is gesloten. 


Bewijs. We tonen aan dat er bij ieder punt x € X met x € C, de 
open omgeving U van x te vinden is, zodat U N C = &. Daartoe 
kiezen we bij iedere c € C open omgevingen U, van Xx en Ve van c 
zodat U A Vs d. Dat kan, want X is Hausdorffs. (Ga na). De 
collectie (Vv | e € C} is een open overdekking van C. Er zijn dus 


reeds eindig veel V_ ;,..., V_ zodat 
sd En 


„27, 


| n 
C C We ‚ Voor de omgeving U van x kiezen we nu U = MN U … 


1 SE | | is 


u 


i 
Dan geldt: 
U is open als doorsnede van eindig veel open verzamelingen, 


De n | | 
x E U omdat x € U. en U M U De = Ò, dus zeker U MNC = db. 
Ì 1=1 1 | | 


(H.8) Stelling. Een continue bijectie f van een compacte topologische 


ruimte X op een Hausdorffruimte Y is een homeomorf isme. 


Bewijs. We hoeven slechts aan te tonen dat f een open afbeelding 
is. (vergelijk opgave (2.9))." Zij UC Xx open.Dan is X \ U geslo- 
ten, dus compact (zie opgave (3.4)). Bijgevolg is f(X \ U) EE. 
pact (continue invariant). Volgens stelling (k.7) is EX \ U) 

dan gesloten in Y. Omdat f een bijectie is, geldt £(U)=\E(X\U), 


dus f(U) is open in Y. 


(U.9) Opgave. Een compacte Hausdorffruimte X is normaal. 
| Aanwijzing: Toon eerst aan dat X regulier is. D.w.z.: bij iedere 
gesloten deelverzameling A CX en ieder punt x £ A zijn er open 
verzamelingen U en V zodat ACU, xE€ Ven UAMNvVve= edt. Laat U 


hierbij inspireren door het bewijs van stelling (4.7), 


(H.10) Opgave. Zij A een deelverzameling van een T,-ruimte. Baie: 
Een omgeving van een verdichtingspunt van A bevat ohelndde veel 
punten van À. 

(4h.11) Opgave. Bewijs: In een T‚-ruimte heeft een rij hoogstens één 
limiet. (vgl. definitie 2.21). | 

(H.12) Opmerking. Onder (4.6) en (U.9) hebben we gedefinieerd wat” nevmaal, 
resp. regulier betekent. Meestal zegt men dat een ruimte normaal, 
resp. regulier is, als hij bovenvermelde steenschaspen heeft ên 


een T‚-ruimte is. 
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Hoofdstuk V. Enkele bijzondere topologische ruimten. 


Aan de orde komen achtereenvolgens produktruimten, funktie- 


ruimten en topologische groepen. 


Produktruimten. 


Eindige produkten. Ot 

Gegeven eindig veel topologische ruimten xj» Xjses>X,« Dan 
en 

zijn er een aantal min of meer natuurlijke manieren om Il Xs 


| | | ‘ i=1 
van een topologie te voorzien, bijvoorbeeld: | 


a. De Tychonoff-topologie (zie 8 2). 
b. De fijne produkttopologie (zie 8 2). 


c. Als iedere Xs metrisch is, met metriek Oss dan kan men van 


n | ‚ 
Il XK; een metrische ruimte maken met metriek p. Voorbeelden: 
_i=i | | | 


P(CXx,y) 


' 
u 


ps xy) 


i=1 


P(X, Yy) max po; (x;5y3) 


Les Aaa 


1=1 


pCx,y) 


N.B. Hier is X = Xjoeee sx) en y = CAERE ARE 


Opgave. Laat zien dat in het geval van eindig veel topologische 
ruimten alle bovengenoemde topologiëen op de produktruimte met 
elkaar overeenstemmen. Dus ook de genoemde metrische topologieën 


leveren weer de Tychonoff-topologie op. 


Oneindige produkten. 


In het geval van oneindig veel topologische ruimten X,» waarbij 


ee Ee nde 


en EE ee eneen gr oe OS en En er ne en en et eneen en 


Er MEE TE 
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(5.2) 


(53) 


2 Va 
Y een index-verzameling [' doorloopt, is de Tychonoff-topologie — 


op IT X in het algemeen grover dan de fijne produkttopolo= 
ya | 


gie (Wanneer vallen ze ook hier samen?) 


Voorbeeld. X = {a,b}; voorzien van de discrete topologie td. 
ieder singteton is open). Definieer nu AS Xx voor n € IN. 

Dan is de fijne produkttopologie B IX Roes derdtserers tense 
CD) met ged = 


logie. In deze topologie heeft de rij (x a als 


n Sj en xe = b als n > Ì, geen limiet. Dezelfde rij conver- 
geert echter wel in de Tychonoff-topologie en heeft daar als 


limiet het punt x met x, = a voor alle n EN. 


Een oneindig produkt van metrische ruimten kan men in het alge- 
meen niet voorzien van een voor de hand liggende metriek zoals 


in het eindige geval. We geven een voorbeeld waarbij het wel kan. 


Laten CX, Pp) y Ef’ metrische ruimten zijn, en veronderstel dat 
er een getal N is zodat py) < N voor iedere y El’ en voor al- 


le x, y E X,. Dan kan Il X voorzien worden van de metriek 
Y ya Y ‘ 


plusv) = sup Pp, (u, sv, ). 
f van LOA A 


waarbij u” Ni de y-de coördinaten zijn van u en v. 


(5.4) Opgave. Het segment I = 0,1] is voorzien van de gewone metrische 


oo 


topologie. Beschouw X = Il X waarin Xn = I voor alle n € N. 
n=1 | 
213 Jo de Tychonoff-topologie,;, 9 de fijne produkttopologie, en 


DE 


mce metrische topologie (zoals in (5.3)) op X, Laat zien 


Jed ec 0 
t 2 me f° 


‚30. 


(5.5) Opmerking. De fijne produkttopologie op een oneindig produkt 


VEE EE EA NEE EE EE EE A ee 


van topologische ruimten wordt zeer zelden gebruikt. Daarom 
gebruikt men in de literatuur vaak de term '"pradukttopologie' 
in plaats van '"Tychonoff-topologie!". De produktruimte, voor- 


zien van de Tychonoff-topologie, heet ook wel het topologisch 


produkt. ‘ | ok 


(5.6) Opgave. Gegeven een topologische ruimte X. Bewijs: X is een 
Hausdorffruimte * in het topologische produkt X x X is de dia- 


gonaal À = {(x,x) ix 6 Xl] een gesloten verzameling. 


B. Funktieruimten. 


PR en ne er eten eten Tre re en ve en Sen er en ee ee mtr Sede a se 


Bij gegeven topologische ruimten X en Y bekijken we de verzame- 


ling v* van alle continue afbeeldingen van X naar Y. Van de mo- 
gelijke topologieën op Y* zullen we de drie belangrijkste be- 


handelen, nl.: 
a. De compact-open topologie. 
b. De topologie van puntsgewijze convergentie, 


ec. De topologie van uniforme convergentie, indien Y een metrische 


iik: Te EEE EE EN OT KA EEE EN OE RE OE ON OE 


ruimte is met begrensde metriek. 


De compact-open topologie Nn: de, 


Bij een compacte deelverzameling C C X en een open deelverzame- 


E gedef ini= 


ling O C Y vormen we de deelverzameling A(C,0) C Y 
eerd door 


ACC) TLE eK hk LCC GD 





BETEN EEE NRE RTD EEE TE OE Der A EE EEE EERE ENNE WK EDA EEP EEN KANE OMEN OR BOERE TR WEEG OLE A CAA NN 











(5.7) 


(5.8) 
(58) 


(5.10) 


waarbij f, g € Y 


‚31. 
De compact-open topologie op L is nu precies dié topologie 
waarvoor de collectie {A(C,0)}, C compact in X en O open in Y, 


een subbasis van open verzamelingen is. 


Opgave. Hoe ziet een basis-omgeving van een element f € Y* er 


uit in de topologie bf ? 


De topologie J_ van de puntsgewijze convergentie op Le, 


Tedere x € X levert een afbeelding 


mt Yv > y door nf) = f(x). De topologie Í, Op YÁ is de grof- 
ste topologie waarvoor alle mT, (x € X) continue afbeeldingen 


zijn (zie 8 2). 


9 


Opgave. Definieer op een manier, analoog aan de bovenstaande 


definitie van bi 


Opgave. Hoe ziet een basis-omgeving van een element fe v* er 
uit in de topologie 9, ? 

Ks zeen a, X 
Opgave. Y Is voorzien van de topologie D* Laat zien: f € Y 
is een limiet van de rij (É_) > voor iedere x E X is f(x) een 


limiet van de rij (Ex) En An 


De topologie J, van uniforme convergentie op id 





Zij Y een metrische ruimte met begrensde metriek p; d.w.z. er is 

een getal N zodat p(y,;y!) < N voor alle y, y!' € Y. Dan kunnen we 

va voorzien van de metriek n | 
d(f;g) = sup plf(x), glx) 


xEX 


E. 9, is de topologie die door deze metriek d 


NE ME EE jet B B 


WERDEN CEMANANNEG EN MADEN DEE BERT VO ARE MET EEN er EM EE 


Te erpen se 


ELEN EN EREN AE ENCROEN MOETEN LL ENEN EEN ADEN DEE ROPE 


32. 


Op ze gedefinieerd wordt. 


CS 11) Opgave. Laat zien: Als X compact is en Y metrisch, dan kan men 


(5.12) 


(514) 


meling uit een subbasis van Ío ook open is in 


(5.14) 


(5 


15) 


yv) voorzien van de topologie d, zonder te veronderstellen dat 


de metriek op Y begrensd is. 


2d. 
Ip En | 


’ TT 
Opgave. Laat zien dat bn 
Opgave. Bewijs: Als Y een metrische ruimte is met begrensde 
metriek, dan is Â_ CI 

Gel u 
Leidraad: Het is voldoende, te bewijzen dat iedere open verza- 
T 
u 


ie 


zij dus C C X compact en O C Y open. Laat voor een f € Y gel- 


den: £(C) C O0, dus f E A(C,O). Omdat f(C) compact is, is er 
een € > O zodat in Y geldt: B(E(x) ze) C O voor iedere x E C. 


Dus voor alle g € ral met d(f,g) < e is g(C) GO. 


Opgave. In IR met de. gewone metriek bekken we X=(0,3) en Y=[ 0, 3]. 


We tonen aan ToT T op ge Definieer hiertoe afbeeldingen 
E Ar T door 
LsE 


f(x) = 0 als |x-r| > e 
Pse 


sk - Ix-r| als |x-r) Se 
Bekijk nu in ede deelverzameling 


Kelk iSsr Ss es W 


Laat zien dat de nulafbeelding wel een verdichtingspunt van A 


Sm 


ind _, maar niet in Â ' 
P c=0 


Opgave. X en Y als in opgave (5.14). Toon op een analoge manier 
aan dat J, + 4 -0 door in a de deelverzameling 


B # 1E | 0 <e< 3} 


kn endet ek kde den ren re rn nk En ne a nee re Ben eha a er de ne a ene Ke nend er F 
5 3 ‚ ne To Ln 


- ER ENE OREN PM EER EN TEE en ES en 


(5.16) Opgave. Breng de topologie 








98 


te bekijken, waarbij Ë : X > Y gedefinieerd is door 
f(x) =1= 2x als 0 < x Se 


sf als e SS Xx < 3. 


9, Op ge in verband met de Tycho- 
IT Y_, waarin Y, = Y voor alle x E X. 
X X 

xEX 

(Beschouw Y’ als deelverzameling van het gegeven topologische 


® 


noff-topologie op 
produkt). 


C. Topologische groepen. 


(5.17) Definitie. Een topologische groep G is een verzameling met twee 
structuren. 
1. G is een groep. 


2. G is een topologische ruimte 


die als volgt samenhangen: 


1 


3. De afbeelding (x,y) * xy ” van het topologisch pro- 


dukt G x G naar G is continu. 


Ga na dat conditie 3. vertaald kan worden in de meer aanschouwe=- 


lijke vorm 


3'. Bij iedere a, b € G en iedere omgeving W van ab * 


in G zijn er omgevingen U van a en V van b in G 


NR ae 


1 1 


U* Vers {xy | xEU, ye Vv}. 


(5.18) Opgave, Zij G zowel een groep als een topologische ruimte. Bewijs: 
G is een topologische groep, dan en slechts dan als voldaan is 


daan 


lk Sn ie ld ie Mk ik ie nt ii OE 2 


EE MEE DE NE VN ENE 


Te ent enn Nn ene sehen Alarmeren ene eren man ee 


TEEN ENOR EP ED LAMERS DEERD 


ERA AEN ENE ANR MEE 


(5,19) 


(5.20) 


he 


3, 


1 


1. de afbeelding y * y © : G * G is continu 


2, de afbeelding (x,y) * xy : G x G * G is continu. 


Opgave, Laat zien: Voor iedere y EG zijn de afbeeldingen 


xe xy : G> Gen Xx > xy 1 G > G homeomorfismen. 


Opgave. G is een topologische groep. Toon aan : U CG is een 


1 


omgeving van x € GS xs U is een omgeving van het eenheids- 


element e E G. 


Een gevolg van opgave (5.20) is, dat de topologie op een topo- 
logische groep volledig bekend is, zodra we alle omgevingen van — 


e kennen. 


De uitspraak "G is een topologische groep" stelt vrij sterke 
eisen aan de topologie op G. Zo geldt bijvoorbeeld de volgende 


stelling. 


Stelling. Een topologische groep G is een T,-ruimte * G is een 


0 
Hausdorffruimte. 

Bewijs. Door opgave (5.20) te gebruiken ziet men dat er bij 

Xsy E G een omgeving W van xy is zodat e £ W. Bij W zijn er 


DRS W. Omdat e & W, 


omgevingen U van x en V van y zodat U « V 
zijn U en V disjunet (U MV = 6). 

Enkele voonheeiden van topologische groepen zijn: 

1. IR met optelling en gewone topologie. 

2. IR\{O0} met venten evutaietne en gewone topologie, 

3. IR' met optelling en topologie geïnduceerd door een inprodukt. 


Uk. De eenheidscirkel in {, met vermenigvuldiging en topologie 


geïnduceerd door de gewone topologie op Es 





1520). 


35, 


5. Iedere groep, voorzien van de discrete topologie. 


We bewijzen nog de volgende, aardige toepassing van de compact- 


open topologie, 


Zij X een compacte Hausdorff-ruimte, en zij ED de deelver- 
zameling van xk, bestaande uit de homeomorfismen van X op zich- 
zelf. Met als bewerking de samenstelling van afbeeldingen, is 
en ben groep. Voorzien we GE van de topologie, geïnduceerd: 
door de eompädt=oben topologie op a dan is Ol een topolo- 


gische groep. 


Bewijs. We verifiëren conditie 3'. Laten dus f en g homeomorfis- 
men van X zijn, dan moeten we bij iedere omgeving W van fog Î 
omgevingen U en V van f, resp. g vinden, zodat U o vi C W. Ga 


na dat het voldoende is als we voor W een subbasis-omgeving ne- 


men. Zij dus C C X compact en O0 C X open zodat f o gs Î(c) C 0. 


te W = A(C,0O). Dan is 6 gesloten, £ do) is open, 


1 


Dus f og 
en gc) C £ “(O). Er is dus een open P C X en een gesloten 
GC X zodat 


Lo) 


sie) ep cq e £” 
(Pas opgave (4.9) toe). Bekijk nu in x* de open verzamelingen 

U! = A(Q,O) en V' = A(P*, C*) 
(waarom zijn die open ?). Dan is f E U', en g € V', Toon nu zelf 


aan dat we voor U en V kunnen kiezen 


ús te A on en We vt Or 


LA EN OE MIN AE E 


EE VE ADEREN Er WE HN AN TK 


RA ete Paren eb 


| 





GAN NI SNE EA 
ä - 


(6.1) 


‚36. 


Hoofdstuk VI. Het lemma van Urysohn; metriseerbaarheid. 


Gegeven een topologische ruimte X. Verder nemen we aan dat R, 


de reêle getallen, voorzien is van de gebruikelijke topologie. 


Dan zijn er altijd continue functies X > IR, zij het dan mis- 


schien dat alleen de constante functie continu is. Vooral in 


de analyse doet zich veelal de vraag voor: Zijn er voldoende 
veel continue functies X > R om de punten van X te scheiden? 
Met andere woorden: Is er bij elk tweetal punten x,y E X, Xx # ys 
een continue functie zodat f(x) # f(y). 

Deze vraag kan zeker bevestigend worden Beantuserd 
En de ruimte X normaal 18 deWaz, 

1. X is een T,‚-ruimte (zie def: (lbti). 

2. Gegeven gesloten verzamelingen A,B C X, met ANB Sd 

dan zijn er open verzamelingen U,V GX met U M V = Ò 


en ACU en BCV. 


Stelling. (Urysohn's lemma). 
Zij de ruimte X normaal. Laten A en B gesloten deelver- 
zamelingen van X zijn, zodat AMB e= is Dan is er san 
continue functie f: X > [0,1] met f(A) = OQO en £(B) = 1. 
Bewijs. Bij ieder rationaal getal r € [0,1] construeren we een 
verzameling P C X zodat voldaan is aan de volgende eisen: 


1. P, = A, P, =X\ B 


Ô 3 
2. P CP ‚als r <r! 

r rp | 
de P_ open voor iedere rationale r € (0,11. 


Vervolgens definiëren we f: X > [0,1] door 


fCB) E 


en f(x) = inf fl er 1 & EP} als x £ B, 


„371. 





en laten zien dat f continu is. De verzamelingen P construeren 
we als volgt. De rationale getallen in [0,1] zijn aftelbaar. 


Nummer ze dan: LP,» Po Lgsrees zodanig dat r, = 0 en r‚ = 1. 


1 2 
Ee en Ee zijn dus reeds gegeven door eis 1. Stel nu dat we 

1 2 | 
P voor 1 = 1, 2;...‚n reeds geconstrueerd hebben, en dat ze 
eat | | | 
voldoen aan de eisen. Om P te construeren, zoeken we onder 


de rs r ‚r, het grootste element dat nog kleiner is dan 


22 


r en het kleinste element dat nog groter is dan LP o44* Stel 


deze elementen zijn respectievelijk Lr, en B Volgens de eisen 

zijn B en X\P, disjuncte gesloten verzamelingen. Wegens de 
1 i | ; 

normaliteit van X zijn er dus open verzamelingen U en V met 


n+1 





Jan ee ee en na a en nn de EE nen Ad VEREEN EEN NBE OH EN En Enne det 


P GC C NV =ô. 
P U, X\P Ven UN V =d 


i ) 
Stel nu Be = U. Men gaat gemakkelijk na dat de verzamelingen 
" | n+1 | | 
Ee 5 Be sede P weer aan de eisen voldoen. 

1 2 Fn n+1 


Tenslotte moeten we nog aantonen dat f continu is. Zij f(x)<g 
voor zekere x E X en 6 € (0,11. Volgens de definitie van £f 
betekent dit: er is een rationaal getal ei T.< B, zodat x € P 
maar dan ook x mb als s > r. Omgekeerd volgt ook: als x € Ps 
‘dan is f(x) $ t. Conclusie: 
als f(x) € [0O,8), dan is er een open verzameling Pt 
met x € P en ECP) C [0O,8). Dus £T*CL0,8ID ie open 
in X. 
Zij f(x) > y voor zekere x E X en ye [0,1). Volgens de defini- 
tie van f betekent dit: er is een rationaal getal r‚, r > Ys 
zodat x € Ps maar dan ook xEP als:s < r. Omgekeerd volgt: | 
als x &£ Pis dan x & Ps dus x &£ P_ voor BE s S t, dus f(x) > t. 


Conclusie: 


@ 





ne aken Mee nn ee ea ear geer a ld: 
. 5 





(BZ) 


(6.3) 


I8 


als f(x) € (y‚1l, dan is er een open verzameling 
X\P, met x € X\P, en F(X\B,) C (y‚1l. Dus f “((y,11) 


is open in X. 


Een basis van open verzamelingen in [0O,1l wordt gegeven door 
verzamelingen van de vorm [0,8), (y‚1l en (yY,8). Bode is reeds 
bewezen: £ EL 0,8) en £ Eran an open in X. Heden is’ 
ook £ Ey, BI) = ET Ìlo,B) NE E(ysil) open in X. Volgens 


opgave (2.3) is f een continue functie. 


De metrische ruimten zijn een speciaal soort kepotertocnernuiie 
ten. Uit hoofdstuk IV blijkt: een metrische ruimte is een Haus- 
dorff-ruimte. Sterker nog: een metrische ruimte is normaal. 
Definitie. Een topologische ruimte (X,J) heet metriseerbaar 
als het mogelijk is X te voorzien van een metriek ps 
zodanig dat de door p geïnduceerde topologie samen- 


valt met W. 


Gezien het voorgaande is het dus zeker niet zo dat iedere topo- 
logische ruimte metriseerbaar is. Noodzakelijk is in ieder geval 


de normaliteit. 


Stelling. Zij de topologische ruimte (X,9) normaal, en laat 4 


een aftelbare basis ® bezitten. Dan is (X,9) metri- 


seerbaar. 


Bewijs. Nummer de basiselementen: Bs, B Bij ieder paar 


42 Pgrrees 


B; B, (geordend) kiezen we een continue functie f. 3 X + [Os 
3 


met de volgende eigenschappen: 


‚39. 


1. Als B. £ B. dan f. .X = 0. 
1 J ls) 


B C ° 1 e ° B. = . ° e = . 
2. Als B. B. dan is En 0 en fs „NB 1 


(Dit kan volgens het lemma van Urysohn). 





Bekijk nu voor x,y € X de uitdrukking 


nn EE Se Etam eem ee Ne ne eerd eee en hennes Vreten Oke ene er nnn en mba ee A be ded 
2 5 5 En en RE pes 3 À n nt en 
en Ee 5 


mn EE 9 iej | 9 3 
| 5 te 4 1; 1; 
n=2. 15) | 
| i+j=n | 
We zullen nu eerst verifiëren dat deze p een metriek op X is. 


SE A DE 





Wegens de speciale vorm van de f. 3 wordt de reeks in de uit- | 


| > 
| oo is 
| drukking voor p(x,y) gemajoreerd door EZ L 2 B J, hij is dus 
B en | n=2 „1,J | 
| convergent, en bijgevolg is p(x;y) voor alle x en yv een reëel 
| getal. Zij nu x # y. Dan zijn er wegens de normaliteit van X 


basisomgevingen B, en B. van x zodat x € B. CB. CB. en 
i de i j 
Oo o Oo Oo o 
YE B. . Dus f. … (x) = 0 en f. … (y) = 1. Bijgevolg is dan 
Jo Lo’Jo _ too 
ml ] n n . e e 
P(x,y) > (2 5) > 0. De verificatie van de overige eisen 


(symmetrie en driehoeksongelijkheid) wordt aan de lezer over- 
gelaten. Nu moeten we nog laten zien dat de door p geïndu- 


ceerde topologie samenvalt met f. Een basis voor U wordt ge- 





geven door de e-bollen B(xse) = {ylp(x,y) < e}. 
Met behulp van de continuïteit van de f 3 en de uniforme con- 
3 


vergentie van de reeks voor p(lx,;y), toont men aan dat p(x,y) 


bij vaste x een continue afbeelding is van X naar [0,1] (X voor- 


zien van @ ). Dus B(xjse) is open in. Zij van de andere kant 


k U 


U open in J en x EU. Dan zijn er basisomgevingen B en B 
| O o 


van X zodat 


x € B 5 B G B, C U. 
o Oo O 


Dus Ë 1 (x) = 0, en bovendien geldt 
o’o | 








pe Mn er geni vete 


GELEEN Se EN AN MOE ROER BE PEER er 


Geurds sen dein tn eee eer en en Bream reen ee Eee en 





‚40, 
(ylf 1 (y) <1} CB, . 
Ö @ Ö 


Ook hebben we de implicatie 
_k =—L 


zE B(xze) > 2 ® Si 1 (def 1 (z) | Ke > 
oo o’”o 
| / re 2. 
Ek zl (z)| < /(2 Ee) 
o°”Ò 
_k =| | | 
Dus B(x; 2 ° °C B, G U, en dit wil zeggen dat U open ig 
Oo | | 


(6.4) Opmerking. Stelling (6.3) is niet omkeerbaar. Een metrische 
ruimte is wel normaal, maar hoeft niet noodzakelijk een aftel- 
base. Weede te bezitten. Voor meer informatie hierover raadplege 
men "“Hoeking & Young!, sectie 2-12 en omgeving. Stelling (6.3) 


is wel omkeerbaar wanneer we een compactheidseis inbouwen: 


(6,5) Stelling. Een compacte topologische ruimte X is metriseerbaar 
dan en slechts dan als hij normaal is en een aftel- 


bare basis voor de open verzamelingen bezit. 


Bewijs. Het 'dan'" is bewezen in stelling (6.3). Voor het 
"slechts dan" hoeven we alleen aan te tonen dat een compacte 
metrische ruimte een aftelbare basis bezit. Zij X dus compact 
en metrisch. Voor iedere n E IN is er een eindige overdekking 
van X met open = =bollen. Zij ge collectie van deze eindig 
vele 2 „bollen. Beschouw nu ()= U U en laat zelf zien dat 
Deen aftelbare basis is ter Mie eehnkahke van X. 

Een metrische ruimte X met de eigenschap dat er voor iedere 

Ee > 0 een eindige overdekking van X met open e-bollen bestaat, 
heet pre-compact (ook wel: totaal beperkt). 


Wanneer we het bewijs van stelling (6.5) nog eens 


nalezen, dan vinden we daarin de volgende implicaties: 








ti, 


(6.6) a) X compact, metrisch > X pre=compact. 


(6,7) 


(6.8) 


(6.9) 


b) X pre-compact > de topologie op X heeft een aftelbare basis. 


We grijpen deze gelegenheid aan om opmerking (3.8) te bewijzen: 


aftelbaar compact en metrisch > compact. 


Lemma. Zij X een aftelbaar compacte, metrische ruimte. Dan is 


X pre=-compact. 


Bewijs. Zij e > O0, en veronderstel dat X niet overdekt kan wor- 


den met eindig veel open e-bollen. Dan kunnen we in X een on- 
nn, | _i-1 

goes vinden zodat X; ZE U B(x.3e) 

| | jet 

‘(ga na! ). Dus voor alle i # j geldt plxjs X5) > e als p de 


eindige rij punten Xx,» X 


metriek op X is. De oneindige verzameling {x,; Xjes} heeft 
dus geen verdichtingspunt (ga na), in tegensphaak met het af- 


telbaar compact zijn van X. 


Lemma. Veronderstel dat X een aftelbare basis van open verzame= 
lingen heeft. Dan is iedere overdekking // van X met open 


verzamelingen uit te dunnen tot een aftelbare overdekking. 


Bewijs. Schrijf iedere U E Mals vereniging Ee baateelehenten: 
Dan krijgen we een overdekking van X met basiselementen, maar 
dit zijn er Bid ente aftelbaar veel! Kies nu bij ieder basisele- 
ment uit deze nieuwe overdekking één U E Ml die dat basiselement 


omvat. 


Lemma. Zij X een aftelbaar compacte T‚-ruimte. Dan is iedere — 


4 | 
‘aftelbare overdekking /U/ van X met open verzamelingen uit 


te dunnen tot een eindige overdekking. 


RE EE: 
ä 7 


SEN OON EEM OAN A OE en OTER Ar MER a B 


TON ke 


en eb er er re ee en ee 


RRT ie Kk 


EERE BREE EN Nene ME Ee eden 


heteen ek 


cite AeneA a U Maree 


_van/X: U 


2e 


Bewijs. Zij /U4 een aftelbare overdekking van X die niet uit te 


dunnen is tot een eindige overdekking. Nummer dan de elementen 


1’ Uses en dun // zover uit dat voor iedere i > 2 
n 14 
geldt U; ZL U U; Vervolgens kiezen we een rij punten Xs Kgsree 
| | je | | 1=1 A | 
zodat X4 E U» ) E U\Ug sees X; E HE ee ES beweer: 

Î 1, 


deze oneindige verzameling (x, Xe es} heeft geen verdichtings- 


X 


punt. Immers, zij a € X verdichtingspunt. Dan moet a in een van 


de verzamelingen U, U liggen. Zeg a € U: U, is dus een 


4 gan 


omgeving van a. Daar X een T‚-ruimte is, moet U, oneindig veel 


x, bevatten. Echter, uit de constructie blijkt: X, EU voor 


alle j > n. Conclusie: {x» Xjsee} heeft geen verdiechtingspunt, 


in tegenspraak met het aftelbaar compact zijn van X. 


Ats een corollarium van deze lemma's bewijst men nu gemakkelijk 


de gevraagde stelling: 


(6.10) Stelling. Een aftelbaar compacte metrische ruimte is compact. 


(6.11) Opgave. Bewijs de volgende verscherping van lemma (6.9): 


Zij X een T,-ruimte. Dan is X aftelbaar compact ® iedere 


1 


aftelbare overdekking van X met open verzamelingen is 


uit te dunnen tot een eindige overdekking. 


(6.12) Opgave. Gebruik opgave (1.6) om aan te tonen dat de voorwaarde 


UX is een T,-ruimte! in opgave (6.11) niet gemist kan 


1 


worden. 
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Hoofdstuk VII. De stelling van Tychonoff. 


XK 


(7.1) Stelling. (Tychonoff). Zij Xx y ET, een collectie compacte 


CT 2} 


(7.3) 


kan worden geformuleerd in termen van een subbasis { van 


topologische ruimten. Dan is het topologisch pro- 

duet X = II X compact. (N.B.: X is dus voorzien 
EN yen A | 

van de Tychonoff-topologie; zie (2.15) en (2.16). . 


Alvoreng deze stelling te bewijzen, laten we eerst zien dat 


het al of niet compact zijn van een topologische ruimte (X,9) 


de 


Stelling. (Alexander). Zijd een subbasis voor de topolggie 
op X. Als iedere overdekking van X met elementen 
van / kan worden uitgedund tot een eindige over- 


dekking, dan is X compact. 


Ook deze stelling zullen we pas bewijzen na een aantal inlei- 


dende opmerkingen. 


1. Uit definitie (3.2) volgt: (X,4) is compact als voor iedere 
deelcollectie @ CÍ geldt: Als geen eindige deelcollectie van 


& de ruimte X overdekt, dan is ook © geen overdekking van X. 


2. Zij © C 4 zodanig dat zien eindige deelcollectie van © de 
ruimte X overdekt. | 
Zij verder 8' Cc € maximaal met betrekking tot de eigenschappen 
(a) OCO 
(b) geen eindige deelcollectie van O' overdekt X. 
"Maximaal" wil zeggen: als 6" C 9 de siens (a) en (b) 
heeft en 0" 2 6', dan 0" = 6'. Voor het bestaan van zo'n &' 


zie men opmerking (7.4). 


‚tl, 


Als we nu kunnen aantonen dat O' de ruimte X niet overdekt, 


dan overdekt GG a fortiori X niet. 





3. Zij e' C JT als in opmerking 2, dus maximaal. Voor een ele- 


ment U € / geldt dan: 


UE GE! * er is een eindige deelcollectie É van O'zo- 


dat {U} UV P een overdekking is van X. 


EEEN EN ERE ERMEER PT OE EE EME KONDEN GEEN EE AE NEEN VAE OE RO OE REEN LEEN NME pee 
- À a Se 


Immers, ©! is maximaal t.a.u. de eigenschappen (a) en (b). 


Bewijs nu zelf deze uitspraak. 


U. Zij 6' weer als in 2. Als voor U,V € JT geldt UESG' en VEE, 


dan ook U N V &E'. Immers, volgens 3. zijn er eindige deelcol- 





lecties £ en @' van @' zodat zowel {U} U& als {V} UE! over- 
dekkingen van X zijn. Elementaire verzamelingstheorie geeft dan 
dat {UN V} UEUE' ook een overdekking van X is. Nogmaals 3. 


toepassen levert dan UN V & 0'. Hieruit volgt: 





_ en RED PEES EE PEREN ENEN BEERS U TE ENNE EIEREN PENS OON HNE EE IEEE EEDE EE AEN AET ME NPT EED EEDE NADA EN NN ie 


Als voor eindig veel elementen U» Users) U, van Ó 
n 
geldt A U; E B', dan is er tenminste één U. met 
1=1 J 
De SG, 
J 


We zijn nu in staat om de stellingen te bewijzen. 


Bewijs van stelling (7.2). Zij © een collectie open deelverza-’ 
melingen van X zodat geen eindige deelcollectie van 8 de ruimte 
X overdekt. Zij 6' > Ó maximaal zoals in (7.3)2. Beschouw dan 
{NE'. Dit is geen overdekking van X, want anders zou deze uit 
te dunnen zijn tot een eindige overdekking (voorwaarde aan 
opgelegd), in strijd met de definitie van 0'. Als we nu zouden 


kunnen aantonen dat 


d Ë 5, 





Ma U Y C U Ts 
| vee! vegne: 


dan zijn we klaar, want dan overdekt 6', en dus ook © de 
ruimte X niet. Welnu, zij x € YE 6'. Y is open, dus er zijn 


| n 
‚Ss, van { zodat x- 6 Ml: S. GX. 


eindig veel elementen Ss; Ss... 
Maar dit betekent fn S, € 0! (ga na, gebruik maximaliteit): 


i=1 | 
Volgens (7.3)4. is er dus een SES met x E SE B', waarmee 


(*) bewezen is. 


Bewijs van stelling (7.1). Als subbasis / voor de Tychonoff- 


topologie op X = Il K nemen we de collectie verzamelingen 
B | | 
mT 
Y 5 
collectie open verzamelingen van X, doortoopt. ig is de pro- 


(U) waarbij Y de indexverzameling TI doordoopt en U, de 


jectie van X op X, » zie (2.15). Zij XC f zodanig datgeen 


Y 
eindige deelcollectie van X de guimte X overdekt. We tonen 

aan: ({L overdekt X niet. Volgens stelling (7.2) is X dan com- 
pakt. Bekijk voor iedere y € T de collectie U, van open hen 
zamelingen U C K, waarvoor nm, CU) EU. Geen eindige Een 
tectie van U, overdekt X, (waarom niet?). Wegens de compact- 
heid van X is dan ook U geen overdekking van Ki Er is dus 


Y 


een punt Ee KX met Xy EE U voor alle DE Un Maar dan wordt 
het punt x € X met coördinaten xy yer niet door X overdekt, 


dus @lis inderdaad geen overdekking van X. 


&7.4) Opmerking. De wiskundige RARE vaak gebruik van een aantal 
principes, die intuïtief wel duidelijk lijken, maar die bij 
nadere’ beschouwing toch opgenomen moeten worden in zijn stel- 
sel van axioma's. Een zeer bekend voorbeeld hiervan is het 


principe van de volledige inductie. Andere vaak gebruikte 
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principes zijn het keuzeprincipe (keuze-axioma) en het maxi- 
maliteits-principe (één vorm hiervan staat bekend als het 


lemma van Zorn). 


Keuze-axioma. Zij Ff een verzameling, en laat voor iedere y € r 
een niet lege verzameling Ke gegeven zijn. Dan is er 
een afbeelding f: T > U X , zó dat f(y) € X voor 

| | ee Y | De A 

| yer | 
alle y € Lr. 

Lemma van Zorn. Laat X een verzameling zijn, voorzien van een 
partiële ordening. Als iedere totaal geordende deel- 
verzameling M C X een supremum in X heeft, dan bezit 


X een maximaal element. 


Alhoewel het keuze-axioma veel aannemelijker lijkt dan het lemma 


van Zorn, kan men toch bewijzen dat ze equivalent zijn! 

Als voorbeeld laten we zien hoe het lemma van Zorn gebruikt 
kan worden in (7.3)1. Zij A de verzameling bestaande uit site 
collecties open deelverzamelingen die voldoen aan (a) en (b). 
A wordt partieel geordend door de inclusierelatie. Bij ieder 
totaal geordend deel van A vormen we nu de vereniging. Dit is 
het bijbehorende supremum zoals gemakkelijk te zien is. Dus A 


heeft een maximaal element. 


Meer informatie over het keuze-axioma en andere daarmee equiva- 
lente principes kan men bijvoorbeeld vinden in het boek "Naive 


Set Theory'' door P‚R. Halmos. 


a 


Lt 


Tentamen Topologie 16 maart 1974 
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l, f: A-—> B is een surjectieve afbeelding. Veronderstel dat B een 
topologische ruimte is, en voorzie A van de door f geïnduceerde 
topologie, | | 
(a) Bewijs: f: A > B is een open afbeelding. 

(b) Bewijs: A is samenhangend &> B is samenhangend, 


2. Xe=f{a, bf met topologie TJ «= Íx, sp}. 
Y = [0,2] met de gewone metrische topologie. 
Xx«Y is voorzien van de Tychonoff=-topologie en p: XXY > Y js 
de projectie op de tweede factor. 
(a) Bewijs: Een afbeelding f: Y > XxY is continu dan en slechts 
dan als pef : Y => Y eontinu is, 





(b) We bekijken de deelverzameling A van XxY, gegeven door 
A= { (a,y) | 0osy<1ij vien] 1<y<el 

(bl) Bepaal Int A en A, 

(b2) Bewijs dat A compact is 


en OEE Eee Ae ee EK. 

En EEEN A MEN MENEN En ME EE A AT EEE PE WEE Es Se : eea Bed 

EEG NE EEEN PEEM EIA DAI MEET REEN EEDE Wi MEN OENE ES Td 5 il 4 . « 3 
S B Len « - 2 


3. (a) Geef de definitie van een topologische groep. 





(b) Beschrijf de topologie van de puntsgewijze convergentie op een 
funktieruimte yi (Geef bijvoorbeeld een subbasis, of geef nodige 
en voldoende voorwaarden opdat een afbeelding Z —> v> continu is), 
| (e) Zij G een topologische groep, X een topologische ruimte, 

a € G een vast gekozen element, 


2 voorzien we van de topologie van de puntsgewijze convergentie, 
Definieer een afbeelding PF: C° — GÄ door 
(F f)(x) = aef(x) voor f € en en Xx EX 


Bewijs dat P een continue afbeelding is, 








